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kinematika
drsna hitrost
obremenitve
obraba
Hertzova teorija
volumski pretok
Poznavanje delovanja različnih vrst črpalk omogoča ustrezno izbiro črpalke v industrij-
skih aplikacijah. Pri aksialnih batnih črpalkah nam pravilna izbira števila batov in
nagiba plošče zagotavlja doseganje željenega volumskega pretoka. Poznavanje kinema-
tike pa nam omogoča natančen popis volumskega pretoka ter ustrezno izbiro materiala
in postopkov obdelave sestavnih delov črpalke za podaljšanje njene življenjske dobe.
V nalogi smo obravnavali kinematiko aksialne batne črpalke brez možnosti spreminjanja
kota nagiba plošče s pripadajočimi obremenitvami, ki se pojavijo med obratovanjem.
Obremenitve namreč vplivajo na velikost Hertzovega tlaka v kontaktu, ki je neposre-
dno vezan na obrabo črpalke. Kot alternativo črpalkam s konstantno iztisnino smo v
nalogi obravnavali tudi spreminjanje iztisnine v odvisnosti od števila batov in nagiba
plošče. Izvedbe črpalk z možnostjo nastavljanja iztisnine (v primerjavi s črpalkami
s konstantno iztisnino) v proizvodnih sistemih, kjer je potrebno prilagajanje pretoka,
namreč omogočajo bistvene prihranke.
Analitično izpeljane enačbe smo predstavili še na računskem primeru črpalke in grafično
predstavili spreminjanje iztisnine pri črpalkah, ki to omogočajo.
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Abstract
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Analysis of kinematics and slip speed of axial piston pump
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Knowing how different types of pumps work allows us to select a suitable pump for any
industrial application. In the case of axial piston pumps selecting the right number of
pistons as well as the correct swash plate angle ensures the achievement of the desired
volumetric flow rate. The knowledge of kinematics allows us to accurately determine
the volumetric flow rate. It also allows us to choose the right material and appropriate
component processing procedures to prolong a pumps service life.
In this thesis we discussed the kinematics of an axial piston pump with a fixed swash
plate angle while taking into account the loads that occur during operation. These
loads influence the magnitude of the Hertz contact pressure which is directly linked to
the wear of the pump. As an alternative to pumps with constant displacement, we also
considered changing the pumps displacement with a different number of pistons and
swash plate angle. In manufacturing systems where volumetric flow rate adjustments
are needed pumps with adjustable displacement designs provide significant savings in
comparison to those with a constant displacement.
We also presented analytically derived equations on a computational pump example
and graphically presented pump displacement changes in cases where such adjustments
are possible.
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Slika 4.7: Velikost maksimalnega Hertzovega tlaka pmax(t). . . . . . . . . . . . 25
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Preglednica 3.1: Podatki o črpalki. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Preglednica 4.1: Izračunane vrednosti pretokov in iztisnin črpalk. . . . . . . 31
x
Seznam uporabljenih simbolov
Oznaka Enota Pomen
A m2 ploščina
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1 Uvod
1.1 Ozadje problema
V proizvodnih sistemih in strojih za učinkovito delovanje večkrat potrebujemo delovne
tekočine pod visokimi tlaki, ki jih dobivamo s črpalkami.
Kjer potrebujemo črpalke, ki zavzemajo majhno prostornino ter so hitro odzivne in
omogočajo doseganje visokih tlakov, navadno posežemo po aksialnih batnih črpalkah.
Prednost takšnih črpalk je možnost regulacije iztisnine, kar s pridom uporabljamo v
številnih aplikacijah, kjer se spreminjata izhodni tlak in pretok.
Aksialna batna črpalka je črpalka, pri kateri osi vrtenja gredi in cilindrov v črpalki
sovpadata. Pri tem potek gibanja in velikost hoda batov določa kot nagiba poševne
plošče, ki je gnana preko glavne pogonske gredi in uležajena na statorski del črpalke.
Nagib je definiran s kotom, ki ga oklepata os vrtenja glavne pogonske gredi in os vrtenja
plošče.
Kot posledica gibanja sestavnih delov črpalke se pojavlja trenje v kontaktih, npr. v
zglobih, kar slej ko prej privede do poškodbe površine, ki z napredovanjem vodi v
obrabo. Z obrabo pa se strojem in napravam sčasoma poslabšajo njihove lastnosti,
zato nas zanima, kolikšna bo in kako jo lahko omejimo do še sprejemljive mere.
1.2 Cilji naloge
Namen zaključne naloge je preučiti gibanje sestavnih delov črpalke ter obravnavati
obremenitve v kontaktih.
V nalogi bo predstavljena in uporabljena analitična izpeljava gibanja še na praktičnem
primeru.
Cilj zaključne naloge je analitično popisati kinematiko sestavnih delov in drsnih hitrosti
ter predstaviti vpliv števila batov in kota nagiba plošče na iztisnino.
1
2 Teoretične osnove in pregled lite-
rature
2.1 Opis delovanja in sestavnih delov aksialne ba-
tne črpalke
Aksialna batna črpalka je sestavljena iz sestavnih delov, shematsko prikazanih na sliki
2.1.
Slika 2.1: Sestav črpalke:
(1) bat. (2) povezovalna sfera. (3) ojnica. (4) aksialni iglični ležaj.
(5) gred. (6) revolver. (7) plošča. (8) stator črpalke.
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Črpalko, prikazano na sliki 2.1, poganjamo preko gredi, povezane z elektromotorjem.
Skupaj z gredjo se vrti tudi revolver z bati, ki je z gredjo povezan preko zobate gredne
zveze.
Batni zglobi so sestavljeni iz bata in ojnice, ki jo omejujeta dve kroglici. Pri tem je
prva kroglica ojnice pomično vpeta na bat, druga pa na ploščo, ki se vrti skupaj z
gredjo.
Da dosežemo enako frekvenco vrtenja gredi in plošče, ju povežemo s povezovalno sfero.
Plošča je preko aksialnega ležaja uležajena na statorski del črpalke, ki definira kot
nagiba plošče. Nekatere izvedbe črpalk pa imajo namesto statorskega dela nameščen
batni mehanizem, ki omogoča spreminjanje naklona plošče in s tem nastavljanje izti-
snine črpalke. Mehanizem je shematsko prikazan na sliki 2.2.
Slika 2.2: Mehanizem za spreminjanje naklona plošče [1].
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2.2 Analitičen popis gibanja
Osnovno gibanje, opisano v poglavju 2.1, predstavlja rotacija pogonske gredi, ki poga-
nja gibajoče se komponente črpalke. Pri tem lahko simetrijska os plošče sovpada z osjo
pogonske gredi ali pa z njo oklepa poljuben kot δ, kot prikazuje slika 2.3.
Iztisnina črpalke je enaka nič v primeru, ko simetrijski osi pogonske gredi in plošče
sovpadata, saj bati ne opravljajo aksialnega pomika. V kolikor pa ploščo nagnemo za
izbrani kot δ, se poleg kroženja batov okoli osi pogonske gredi pojavi tudi aksialno
gibanje batov.
(a) (b)
Slika 2.3: Položaj plošče na gredi:
(a) simetrijska os okrogle plošče sovpada s simetrijsko osjo pogonske gredi.
(b) simetrijska os okrogle plošče s simetrijsko osjo pogonske gredi oklepa poljuben kot
δ.
Za enostavnejši popis gibanja, sestavljenega iz rotacije in aksialnega pomika, je posle-
dično najbolj smiselna uporaba cilindričnega koordinatnega sistema.
Cilindrični koordinatni sistem je koordinatni sistem, ki prostorsko lokacijo izbrane točke
T popiše s koordinatami r(t), φ(t) in z(t) in je predstavljen na sliki 2.4.
Slika 2.4: Cilindrični koordinatni sistem.
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V splošnem najpogosteje uporabljamo kartezični koordinatni sistem, zato za prehod v
druge koordinatne sisteme uporabljamo standardizirane obrazce.
Standardizirani obrazci za prehod iz kartezičnega koordinatnega sistema v cilindrični
koordinatni sistem so predstavljeni v enačbah [2]:
x(t) = r(t) · cos (︁φ(t))︁ , (2.1)
y(t) = r(t) · sin (︁φ(t))︁ ,
z(t) = z(t) .
Kot zasuka gredi φg(t) je določen na podlagi kotne hitrosti vrtenja gredi ωg v odvisnosti
od časa t, skladno z enačbo:
φg(t) = ωg · t , (2.2)
kjer je vrednost ωg definirana na podlagi frekvence elektromotorja fem, navadno podane
v obliki števila vrtljajev na minuto n:
ωg = 2 · π · fem = 2 · π · n
60
. (2.3)
2.2.1 Trajektorija gibanja po plošči
Popis trajektorije gibanja po plošči posplošimo za primer, kjer je plošča nagnjena za
kot δ, kot prikazuje slika 2.3b.
Trajektorija gibanja po plošči je poenostavljeno prikazana na sliki 2.5, kjer os gredi
sovpada z osjo z. Pri tem modra krožnica predstavlja trajektorijo za primer na sliki
2.3a, ko simetrijski osi plošče in gredi sovpadata. Rdeča krožnica pa predstavlja modro
krožnico, zavrteno okoli osi x za kot δ in s tem trajektorijo za primer na sliki 2.3b.
Slika 2.5: Poenostavljen prikaz trajektorije gibanja po plošči.
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Na sliki 2.6 sta prikazani projekciji krožnic na ravnini x-y in y-z.
(a) (b)
Slika 2.6: Projekciji krožnic iz slike 2.5:
(a) na ravnino y-z. (b) na ravnino x-y.
Slika 2.6a prikazuje poleg projekcije krožnic na ravnino y-z tudi kot δ, ki ga oklepata
simetrijski osi gredi in plošče. Slika 2.6b pa prikazuje projekciji krožnic na ravnino x-y.
Iz slike 2.6a je razvidno, da modra krožnica leži na ravnini x-y, zato pri projekciji na
to isto ravnino ohrani svojo obliko. Rdeča krožnica pa zaradi rotacije okoli osi x za
kot δ ne leži na ravnini x-y in posledično pri projekciji na to ravnino spremeni svojo
obliko, kar lahko opazimo tudi na sliki 2.6b. Projekcija rdeče krožnice na ravnino x-y
predstavlja elipso.
Elipsa, prikazana na sliki 2.7, je definirana z enačbo [2]:
x2
a2
+
y2
b2
= 1 , (2.4)
kjer a predstavlja veliko polos, b pa malo polos elipse.
Slika 2.7: Elipsa.
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Sliko 2.6 dopolnimo še s parametri elipse, definiranimi na sliki 2.7, in dobimo sliko 2.8.
(a) (b)
Slika 2.8: Vpeljava parametrov elipse:
(a) na projekcijo na ravnini y-z. (b) na projekcijo na ravnini x-y.
Velikost male polosi elipse b na podlagi geometrije, prikazane na sliki 2.8a, popišemo z
enačbo (2.5):
b = R · cos(δ) . (2.5)
Pri rotaciji točke okoli i-te osi se vrednost i-te koordinate ohranja. Točki, ki ležita
tako na modri krožnici kot tudi na osi x, definirata premer kroga ter pri rotaciji okoli
x – osi ne spremenita svoje lokacije. Radij modre krožnice R je na podlagi geometrije,
prikazane na sliki 2.8b, ravno enak veliki polosi elipse a:
a = R . (2.6)
Trajektorija gibanja v smeri r(t)
Slika 2.9: Popis elipse s cilindričnimi koordinatami.
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Enačbi za malo in veliko polos – (2.5) in (2.6), združimo s standardiziranimi obrazci
za prehod v cilindrične koordinate (2.1), kot prikazuje slika 2.9, ter vstavimo v splošno
enačbo elipse (2.4):
x(t)2
a2
+
y(t)2
b2
=
(︃
r(t) · cos (︁φe(t))︁
R
)︃2
+
(︃
r(t) · sin (︁φe(t))︁
R · cos(δ)
)︃2
= 1 . (2.7)
Iz enačbe (2.7) izpostavimo r(t), s katerim analitično popišemo trajektorijo gibanja po
plošči v smeri r, v odvisnosti od časa t oziroma kota φe(t). Ob tem upoštevamo, da
negativna vrednost r(t) nima fizikalnega pomena in jo lahko izpustimo. Dobimo izraz:
r(t) =
R√︂
cos2
(︁
φe(t)
)︁
+ sin
2(φe(t))
cos2(δ)
. (2.8)
Povezava kota zasuka gredi φg(t) in kota zasuka na projekciji poševne plošče
φe(t)
Slika 2.10: Povezava med kotoma φg(t) in φe(t).
Pri vrtenju glavne pogonske gredi kot zasuka gredi φg(t) in kot zasuka na projekciji
poševne plošče φe(t) nista enaka. Med seboj ju povežemo z uporabo trigonometričnih
funkcij na osnovi slike 2.10 z enačbo:
R · cos (︁φg(t))︁ = r(t) · cos (︁φe(t))︁ . (2.9)
V izraz (2.9) vstavimo enačbo (2.8) in dobimo:
R · cos (︁φg(t))︁ = R√︂
cos2
(︁
φe(t)
)︁
+ sin
2(φe(t))
cos2(δ)
· cos (︁φe(t))︁ . (2.10)
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Izraz (2.10) poenostavimo in izpostavimo kot φe(t):
φe(t) = arccos
[︄√︄
− cos
2
(︁
φg(t)
)︁
cos2
(︁
φg(t)
)︁ · cos2(δ)− cos2 (︁φg(t))︁− cos2(δ)
]︄
. (2.11)
Trajektorija gibanja v smeri z(t)
Slika 2.11 predstavlja projekciji rdeče krožnice na ravnini x-y in y-z.
(a) (b)
Slika 2.11: Popis z – koordinate trajektorije:
(a) prikaz na ravnini y-z. (b) prikaz na ravnini x-y.
Z uporabo trigonometričnih funkcij povežemo vrednosti y(t) in z(t) koordinat, kotiranih
na sliki 2.11a:
tan(δ) = −z(t)
y(t)
. (2.12)
Pri tem vrednost koordinate y(t) določimo na podlagi pravokotnega trikotnika, prika-
zanega na sliki 2.11b:
y(t) = r(t) · sin (︁φe(t))︁ . (2.13)
Z združitvijo enačb (2.12) in (2.13), lahko zapišemo izraz za z(t):
z(t) = −r(t) · tan(δ) · sin (︁φe(t))︁ . (2.14)
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2.2.2 Gibanje ojnice in bata
Položaj ojnice in bata prikažemo v shematskem pogledu na sliki 2.12a, ki izhaja iz
stanja na sliki 2.10, ko črpalko opazujemo v smeri x – osi.
(a) (b)
Slika 2.12: Prikaz položaja ojnice:
(a) shematski prikaz. (b) geometrijska poenostavitev.
Središči kroglic na ojnici sta definirani s točkama T1 in T2, prikazanima že na sliki 2.10.
Za enostavnejši popis gibanja ojnice in bata, iz slike 2.12a izluščimo pravokotni triko-
tnik in ga samostojno prikažemo na sliki 2.12b, kjer:
– kotirana vrednost L0 predstavlja dolžino ojnice (konstanta),
– kotirana vrednost ∆y predstavlja razliko med y – koordinatama trajektorije gibanja
prve in druge kroglice:
∆y(t) = R · sin (︁φg(t))︁− r(t) · sin (︁φe(t))︁ , (2.15)
– kotirano vrednost ∆z dobimo z uporabo Pitagorovega izreka [2]:
∆z(t) =
√︂
L20 − (∆y(t))2 =
√︃
L20 −
(︂
R · sin (︁φg(t))︁− r(t) · sin (︁φe(t))︁)︂2 , (2.16)
– kotirano vrednost α(t) pa dobimo na podlagi trigonometričnih funkcij [2]:
α(t) = arcsin
∆y(t)
L0
= arcsin
[︄
R · sin (︁φg(t))︁− r(t) · sin (︁φe(t))︁
L0
]︄
. (2.17)
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Pravokotni trikotnik, prikazan na sliki 2.12b, v pogledu v smeri x – osi vedno ohranja
geometrijsko obliko pravokotnega trikotnika. Pri tem je dolžina hipotenuze L0 kon-
stantna, dolžini katet ∆y(t) in ∆z(t) pa se spreminjata v odvisnosti od zasuka gredi
φg(t) in časa t. V nadaljevanju trajektorijo gibanja po plošči, obravnavano v poglavju
2.2.1, povežemo z enačbami gibanja ojnice. Gibanje bata tako popišemo z enačbo:
zb(t) = ∆z(t) + z(t) , (2.18)
kjer vrednosti ∆z(t) in z(t) pridobimo iz enačb (2.16) in (2.14).
2.3 Hitrosti pri obratovanju
Obratovalne hitrosti črpalke določa frekvenca delovanja elektomotorja z obodnim časom
t0, v katerem črpalka opravi en obrat – zasuk gredi za kot 2π:
t0 =
2π
ωg
. (2.19)
2.3.1 Kotna in obodna hitrost
Za obravnavo gibanja črpalke je najpomembnejša obodna hitrost, definirana z enačbo:
v(t) = R · ωg = R · 2 · π · n
60
. (2.20)
2.3.2 Drsna hitrost
Slika 2.13 predstavlja shematsko prikazan kontakt med kroglico na ojnici (sive barve)
in poševno ploščo (modre barve), ki se vrti skupaj z gredjo. Kot posledica rotacije gredi
in s tem revolverja z bati ter poševne plošče, se v kontaktu pojavi relativno gibanje
komponent v kontaktu. Pri tem upoštevamo, da v kontaktu ne pride do nakotaljevanja.
Posledično lahko izračunamo drsno hitrost v kontaktu.
Slika 2.13: Shematski prikaz kontakta kroglica ojnice – poševna plošča.
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Kontaktna površina med kroglico ojnice in poševno ploščo se venomer pojavi v osi
ojnice (palice), kot posledica delovanja sile Foj. Iz tega sledi, da lahko na podlagi
določitve položaja ojnice določimo tudi lokacijo kontaktne površine. Pri tem velja, da
se zasuk ojnice za nek poljuben kot odraža v spremembi lokacije kontakne površine za
enak kot. Zasuk v krogelnem utoru na poševni plošči predstavlja gibanje po krogelni
površini, ki ga najlažje popišemo s sferičnimi koordinatami.
Sferični koordinatni sistem je koordinatni sistem, ki prostorsko lokacijo izbrane točke
P popiše s koordinatami r(t), φ(t) in θ(t) in je predstavljen na sliki 2.14a.
(a) (b)
Slika 2.14: Vpeljava sferičnega koordinatnega sistema:
(a) prikaz splošne oblike. (b) prikaz na primeru ojnice v kontaktu.
Slika 2.14b prikazuje kroglico na ojnici z vrisanim sferičnim koordinatnim sistemom.
Pri tem opazujemo gibanje točke P , ki leži na osi ojnice in se lahko giblje v smeri φ(t)
in θ(t). V nadaljevanju sliko 2.14b nadgradimo tako, da kroglico postavimo v krogelni
utor na plošči in uvedemo lokalni koordinatni sistem (x′, y′, z′). Lokalni koordinatni
sistem, prikazan na sliki 2.15, ima izhodišče v točki T2 (središče krogelnega utora), osi
pa so orientirane tako, da y′ – os kaže v radialni smeri, z′ – os pa kaže v smeri normale
na površino plošče.
Slika 2.15: Shematski prikaz kontakta kroglica ojnice – poševna plošča.
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Gibanje v smeri φ(t) lahko popišemo s kotom φg(t), z enačbo (2.2):
φ(t) = φg(t) = ωg · t . (2.21)
Spreminjanje kota θ(t) pa definiramo s pomočjo geometrijskih povezav na podlagi
znanih vrednosti kotov δ in α(t) z enačbo:
θ(t) = δ − α(t) , (2.22)
v katero vstavimo enačbo za kot α(t) (2.17) in dobimo:
θ(t) = δ − arcsin
[︄
R · sin (︁φg(t))︁− r(t) · sin (︁φe(t))︁
L0
]︄
. (2.23)
Kotna hitrost predstavlja prvi odvod spreminjanja kota po času, zato odvajamo kota
φ(t) in θ(t) po času in dobimo vrednosti kotnih hitrosti v posamezni smeri:
ωφ(t) =
dφ(t)
dt
= ωg , (2.24)
ωθ(t) =
dθ(t)
dt
.
Funkcijo θ(t) definira zapleten izraz, zato si pri izračunu njenega odvoda po času poma-
gamo s komercialnim programskim paketom Wolfram Mathematica. Analitičen odvod
funkcije θ(t) po času sicer obstaja, vendar ga zaradi njegove dolžine ni smiselno zapi-
sati. Za odvod zato uporabimo izraz ωθ(t).
Drsne hitrosti v posamezni smeri izračunamo na podlagi znanih vrednosti kotnih hitro-
sti, popisanih z enačbami (2.24) tako, da jih pomnožimo s pripadajočimi radiji kroženja.
Pri kroženju v smeri kota θ(t) predstavlja radij kroženja Rθ polmer sferičnega utora:
Rθ(t) = Rs , (2.25)
pri kroženju v smeri φ(t) pa se radij kroženja Rφ(t) spreminja v odvisnosti od velikosti
kota θ(t). Slika 2.16 ponazarja gibanje ojnice v sferičnem koordinatnem sistemu. Pri
tem odebeljena točka kroži okoli z – osi na radiju Rφ(t), ki ga lahko določimo na podlagi
trigonometričnih funkcij.
Slika 2.16: Prikaz radija kroženja v smeri θ(t).
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Radij kroženja v smeri φ(t) matematično predstavlja eno izmed katet pravokotnega
trikotnika, kar lahko popišemo z enačbo:
Rφ(t) = Rs · sin θ(t) . (2.26)
Enačbe kotnih hitrosti (2.24) združimo z enačbama za radija kroženja (2.25) in (2.26)
ter tako dobimo enačbi za drsni hitrosti:
vφ(t) = ωg ·Rφ(t) = ωg ·Rs · sin θ(t) , (2.27)
vθ(t) = ωθ(t) ·Rs = ωθ(t) ·Rs .
Z uvedbo sferičnih koordinat poleg enostavnejšega popisa spreminjanja lokacije kontak-
tne površine zagotovimo tudi, da sta drsni hitrosti v smeri kotov φ(t) in θ(t) med seboj
vedno pravokotni. Posledično ju lahko med seboj združimo z uporabo Pitagorovega
izreka in tako dobimo izraz za skupno drsno hitrost vd:
vd(t) =
√︃(︂
vφ(t)
)︂2
+
(︂
vθ(t)
)︂2
, (2.28)
ki ga z upoštevanjem enačb (2.27) lahko zapišemo kot:
vd(t) =
√︃(︂
vφ(t)
)︂2
+
(︂
vθ(t)
)︂2
=
√︃(︂
ωg ·Rs · sin θ(t)
)︂2
+
(︂
ωθ(t) ·Rs
)︂2
= (2.29)
= Rs ·
√︃(︂
ωg · sin θ(t)
)︂2
+
(︂
ωθ(t)
)︂2
.
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2.4 Obremenitve pri obratovanju
Ojnica je tekom obratovanja podvržena različnim obremenitvam. Na območju sesal-
nega voda se v ojnici pojavljajo natezne obremenitve, na območju tlačnega voda pa
tlačne. Pri tem so tlačne obremenitve večje od nateznih, saj je tlačna razlika na se-
salnem vodu navadno bistveno manjša od željene razlike na tlačnem vodu. Posledično
se v nadaljevanju osredotočimo na obravnavo tlačnega voda in tlačnih obremenitev v
ojnici.
2.4.1 Sile v ojnici
Sile, ki se pojavijo pri obratovanju, predstavimo na sliki 2.17.
Slika 2.17: Sile v ojnici.
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Razporeditev sil in kotov, ki jih oklepajo, za lažjo obravnavo prikažemo na sliki 2.18.
Pri tem pogled zaradi lažjega razumevanja razdelimo na dva dela (na pogled pri revol-
verju in na pogled pri poševni plošči) in prikažemo samo aktivne sile, brez reakcij.
(a) (b)
Slika 2.18: Prikaz sil na ojnico:
(a) na strani revolverja z bati. (b) na strani poševne plošče.
Pri obratovanju črpalke se zaradi iztiskavanja delovne tekočine na batu pojavi tlak
pb(t). Ob predpostavki, da je tlak pb konstanten, ga na podlagi znane vrednosti po-
vršine bata Ab pretvorimo na tlačno silo Fp, prikazano na sliki 2.18a.
Fp = pb · Ab . (2.30)
Pri tem je iz slike 2.18 razvidno, da sila Fp z ojnico oklepa kot α(t). Tako silo v ojnici
Foj lahko zapišemo z enačbo:
Foj(t) =
Fp
cosα(t)
. (2.31)
Silo Foj(t) lahko skladno s sliko 2.18b razstavimo na statično in dinamično komponento
Fs(t) in Fd(t). Statično komponento, ki je pravokotna na poševno ploščo, in dinamično
komponento, ki leži na ravnini plošče, zapišemo z enačbama:
Fs(t) = Foj(t) · cos β(t) , (2.32)
Fd(t) = Foj(t) · sin β(t) , (2.33)
kjer β(t) predstavlja kot med ojnico in poševno ploščo:
β(t) =
π
2
− δ + α(t) . (2.34)
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Dinamično komponento pa lahko razstavimo še na radialno in tangecialno komponento
Fr in Ft, kot prikazuje slika 2.19, in ju zapišemo z enačbama:
Ft(t) = Fd(t) · cosφg(t) = Foj(t) · cos β(t) · cosφg(t) , (2.35)
Fr(t) = Fd(t) · sinφg(t) = Foj(t) · cos β(t) · sinφg(t) .
Slika 2.19: Razstavljanje dinamične komponente sile ojnice.
2.4.2 Obremenitve v kontaktih - Hertzova teorija
Pri obratovanju črpalke ojnica služi kot vezni element – osno obremenjena palica, obre-
menitev pa se prenese preko kontaktne površine. Ker je obremenitev v ojnici tlačna,
se v kontaktu pojavi tlačna napetost.
Tlačno napetost v splošnem definiramo kot silo na enoto površine:
p =
F
A
. (2.36)
Izjemo pa predstavljajo točkovni kontakti (krogla – krogla) ali linijski kontakti (valj –
valj). V takih primerih se za analizo kontakta uporabi Hertzovo teorijo.
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Herzova teorija zajema naslednje predpostavke [3], [4]:
– idealno homogenost materiala brez zaostalih napetosti,
– geometrijsko idealnost površin v kontaktu,
– zgolj normalne napetosti v materialu,
– suh kontakt,
– relativno majhno velikost kontaktne površine napram radijem ukrivljenosti sestavnih
delov in
– deformacije v elastičnem območju.
Kontakt kroglice na ojnici s krogelnim utorom shematsko prikazuje slika 2.20.
Slika 2.20: Shematski prikaz kontakta za izračun Hertzovega tlaka [4].
V splošnem je znanih več tipov Hertzovih kontaktov, za katere so že zapisane splošne
enačbe za preračune velikosti kontaktnih površin in tlakov. Tako lahko povzamemo
skupek vseh enačb za obravnavani primer po viru [4].
Obravnavani kontakt, prikazan na sliki 2.20, sestavljata telesi z dvema različnima ra-
dijema in dveh različnih materialov. V primeru, da sta izbrana materiala kroglice in
poševne plošče enaka, lahko zapišemo:
rekv =
1
1
r1
+ 1
r2
, (2.37)
E = E1 = E2 ,
ν = ν1 = ν2 , (2.38)
kjer r2 predstavlja radij utora na poševni ploskvi, ν pa Poissonov količnik. Pri tem za
Hertzove kontakte velja, da v primeru konkavnih povrin, vrednost konkavnega radija
negativno predznačimo.
Velikost kontaktne površine aH določimo na podlagi enačbe:
aH =
3
√︃
1.5 · (1− ν2) · F · rekv
E
, (2.39)
v katero za velikost sile F vstavimo vrednost Foj(t).
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Maksimalno vrednost tlaka v kontaktu lahko popišemo z enačbo:
pmax =
1
π
3
√︄
1.5 · F · E2
r2ekv · (1− ν2)
= (2.40)
= 1.5 · pm = 1.5 · F
π · a2H
,
kjer F predstavlja silo v ojnici Foj(t), pm pa povprečno vrednost Hertzovega tlaka.
2.5 Napovedovanje obrabe
Obraba neposredno vpliva na zanesljivost in življenjsko dobo izdelka in predstavlja
časovno odvisen proces, zato je zelo zaželjeno, da jo na funkcionalen način matema-
tično povežemo z materialom in parametri obrabe [5].
V splošnem vplive na obrabo delimo na materialne, geometrijske, fizikalne in kemij-
ske [5]. Materialni vplivi na obrabo zajemajo fizikalne, mehanske in volumske lastno-
sti ter kristalno zgradbo posameznega sestavnega dela ter vrsto in fizikalne lastnosti
mazalnega sredstva. Geometrijski vplivi na obrabo zajemajo vse mikro- in makroge-
ometrijske spremembe na površini. Fizikalni vplivi zajemajo kinematične in termične
vplive, obremenitev teles in napetosti v drsnem kontaktu ter odvod toplote iz kontakta
na podlagi mazalnega sredstva. Kemijski vplivi pa zajemajo kemijske reakcije v se-
stavnih delih, na njihovi površini, v kontaktu in v interakciji z okolico.
Za napovedovanje obrabe v primeru aksialne batne črpalke uporabimo parameter ekvi-
valent obrabe, ki je v splošnem v rabi s strani proizvajalcev tornih materialov za popis
drsne obrabne kvalitete materiala:
EO = pmax · vd(t) , (2.41)
kjer za pmax predstavlja maksimalno vrednost Hertzovega tlaka v kontaktu [MPa], vd(t)
[m/s] pa vrednost drsne hitrosti. Pri tem končni produkt ekvivalenta obrabe za izdelek
ne sme presegati standardnih vrednosti, saj bi se v nasprotnem primeru v kontaktu po-
javila intenzivna obraba, ki bi drastično zmanjšala življenjsko dobo izdelka. V takšnem
primeru je smiselno izbrati drug material ali mazalno sredstvo, saj je ekvivalent obrabe
v večjem delu odvisen od izbire gradiva in mazanja kontakta.
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2.6 Izračun volumskega pretoka in iztisnine
Iztisnjeni volumen fluida iz črpalke fizikalno predstavlja integral volumskega pretoka. V
kolikor za meje integrala izberemo območje ene periode – enega obrata črpalke, dobimo
iztisnino črpalke na vrtljaj:
Ic =
∫︂ t0
0
V̇p(t) dt . (2.42)
Pri tem volumski pretok lahko zapišemo kot:
V̇p(t) = Ab · vb(t) = Ab · żb(t) , (2.43)
kjer Ab predstavlja presek bata, vb(t) pa njegovo hitrost, ki jo lahko zapišemo tudi kot
časovni odvod lege bata.
V črpalki je navadno večje število batov nb, ki so enakomerno razporejeni po revolverju.
Pri tem so med seboj zasukani za kot φ0:
φ0 =
2π
nb
. (2.44)
Čas, v katerem črpalka opravi zasuk φ0, je enak:
tφ =
φ0
ωg
=
2π
nb
· t0
2π
=
t0
nb
(2.45)
in nam predstavlja časovni zamik poteka volumskega pretoka med sosednjimi bati.
Zato lahko skupno funkcijo za volumski pretok črpalke zapišemo kot:
V̇p, skup(t) =
nb−1∑︂
i=0
V̇p(t− i · tφ) =
nb−1∑︂
i=0
[︁
Ab · vb(t− i · tφ)
]︁
. (2.46)
Skupni iztisnjen volumen fluida je tako enak:
Ic, skup =
∫︂ t0
0
V̇p, skup(t) dt . (2.47)
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3 Metodologija raziskave
V poglavju 2 smo teoretično obravnavali kinematiko, obremenitve in obrabo aksialne
batne črpalke. Dobljene enačbe bomo v nadaljevanju uporabili še na realnem primeru
aksialne batne črpalke in prikazali potek izpeljanih funkcij. Pri tem se omejimo na eno
periodo – en obrat črpalke. Ključni podatki o črpalki, ki jih potrebujemo za preračune,
so podani v preglednici 3.1.
Preglednica 3.1: Podatki o črpalki.
Mere aksialne batne črpalke
Mera Vrednost Enote
n 1 450 vrt/min
R 30 mm
δ 35 ◦
L0 35 mm
RS 5 mm
p 100 bar
rb 6 mm
r1 5 mm
r2 -5.025 mm
E1, E2 210 000 MPa
ν1, ν2 0.3 /
nb 11 /
Pri izpeljavi enačb smo si pomagali s programskim orodjem Wolfram Mathematica.
Zaradi kompleksnosti enačb pa so preračuni izvedeni numerično in v programskem
jeziku Python, ki smo ga v nadaljevanju uporabili tudi za izris grafov.
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4 Rezultati in diskusija
4.1 Preračun kinematike
Na sliki 4.1 je prikazan potek spreminjanja kota α(t), izračunan po enačbi (2.17), ki
predstavlja spreminanje naklona ojnice napram poševni plošči. Pri tem je, navkljub
kompleksnosti enačbe, iz preračunov in grafa razvidno, da je funkcija α(t) sinusoida.
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Slika 4.1: Spreminjanje naklona ojnice α(t).
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Na sliki 4.2 je z modro barvo prikazan potek poti bata zb(t), izračunan po enačbi (2.18),
z rdečo barvo pa je prikazana idealna sinusoida. Njeno amplitudo smo izračunali preko
minimalne in srednje vrednosti poti bata zb(t), upoštevali pa smo še vertikalnegi premik
funkcije. Pri tem je iz slike razvidno, da pri maksimalni vrednosti amplitude pride do
odstopanja med modro in rdečo krivuljo. Vzrok za to je v spreminjanju kota α(t).
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Slika 4.2: Potek lege bata v odvisnosti od časa.
Lokacija kontaktne površine se vedno pojavi v osi ojnice in jo v zaključni nalogi po-
pišemo z enačbama (2.23) in (2.21) v lokalnih sferičnih koordinatah. Zaradi spreminja-
nja nagiba ojnice posledično pride tudi do spremembe lokacije kontaktne površine. Pri
tem lahko skupek vseh lokacij kontaktnih površin ob zasuku gredi za en obrat združimo
v trajektorijo in jo na sliki 4.3 prikažemo le na območju tlačnega voda.
x
0.004
0.002
0.000
0.002
0.004
y
0.004
0.002
0.000
0.002
0.004
z
0.004
0.002
0.000
0.002
0.004
Trajektorija kontakta
Trajektorija 
kontakta
Slika 4.3: Trajektorija kontakta.
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Na sliki 4.4 je prikazan potek velikosti drsne hitrosti vd(t), izračunan po enačbi (2.29),
kjer združimo drsni hitrosti v θ in φ smeri. Posledično potek skupne drsne hitrosti ni
sinusen, kar je razvidno tudi iz slike 4.4.
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
t [s]
0.325
0.350
0.375
0.400
0.425
0.450
0.475
0.500
0.525
v d
(t)
 [m
/s
]
Velikost drsne hitrosti vd(t) 
vd(t)
Slika 4.4: Velikost drsne hitrosti vd(t).
4.2 Preračun obremenitev
Na sliki 4.5 je prikazan potek sile Foj(t), izračunane po enačbi (2.31). Kritične obre-
menitve se pri obratovanju pojavijo zaradi iztiskavanja fluida na tlačni strani. Zato je
na sliki 4.5 prikazan zgolj potek sile Foj(t) na tlačni strani. Kljub predpostavki, da je
tlak na batu pb konstanten, potek sile Foj(t) zaradi spreminjanja naklona ojnice α(t)
ni konstanten, kar je razvidno tudi iz grafa na sliki 4.5.
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Slika 4.5: Velikost sile v kontaktu Foj(t).
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Na sliki 4.6 je prikazan potek velikost polosi Hertzove kontaktne površine aH(t), iz-
računane po enačbi (2.39). Pri tem vrednosti, tako kot pri sili v ojnici Foj(t), pri-
kažemo zgolj na tlačni strani. Ker se med obratovanjem spreminja velikost sile Foj(t),
se posledično spreminja tudi velikost polosi kontaktne površine aH(t).
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Slika 4.6: Velikost polosi Hertzove kontakne površine aH(t).
Na sliki 4.7 je prikazan potek velikosti maksimalnega Hertzovega tlaka pmax(t), iz-
računanega po enačbi (2.40). Tudi tukaj, tako kot pri sili v ojnici Foj(t), vrednosti
prikažemo zgolj na tlačni strani. Vrednost maksimalnega Hertzovega tlaka pmax(t) je
neposredno povezana z velikostjo sile Foj(t), posledično se med obratovanjem spreminja
tudi potek vrednosti pmax(t).
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Slika 4.7: Velikost maksimalnega Hertzovega tlaka pmax(t).
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4.3 Preračun pretoka črpalke
Na sliki 4.8 je prikazan potek volumskega pretoka črpalke enega bata V̇p(t), izračunanega
po enačbi (2.43). Črpalka iztiskava fluid zgolj na tlačni strani, na sesalni strani pa je
izhodni pretok enak nič. Vrednost volumskega pretoka črpalke V̇p(t) je neposredno
povezana s potjo bata zb(t).
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Slika 4.8: Volumski pretok črpalke V̇p(t).
Na sliki 4.9 je prikazan skupen potek volumskega pretoka črpalke, sestavljen iz prispev-
kov posameznih batov, izračunan po enačbi (2.46). Vsak izmed batov namreč deloma
doprinese k skupnemu volumskemu pretoku črpalke. Opazimo lahko, da volumski pre-
tok črpalke V̇p, skup(t) ni konstanten, kar pri obratovanju privede do sunkov.
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Slika 4.9: Celoten volumski pretok črpalke V̇p, skup(t).
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4.4 Volumski pretok in iztisnina črpalke v odvisno-
sti od števila batov in kota nagiba plošče
Spreminjanje vrednosti iztisnine v odvisnosti od števila batov in kota nagiba plošče,
izračunane po enačbi (2.47), prikazuje slika 4.10.
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Slika 4.10: Vpliv kota nagiba plošče δ in števila batov nb na iztisnino črpalke.
Najprej se osredotočimo na primerjavo poteka volumskega pretoka v primeru različnega
števila batov nb, pri čemer kot nagiba plošče δ ostaja enak. Na spremembo volumskega
pretoka enega bata v črpalki vpliva zgolj kot δ, zato se volumski pretok enega bata
ohranja. Celoten volumski pretok črpalke pa se s povečevanjem števila batov pri istem
kotu δ povečuje skladno s sliko 4.10. Na sliki 4.11 prikažemo poteka celotnih volumskih
pretokov na primeru dveh črpalk s kotom nagiba plošče δ = 35◦ in različnim številom
batov. Iz grafov na sliki je enako kot s slike 4.10 razvidno, da je celoten volumski pretok
črpalke v primeru večjega števila batov večji. Nihanje med minimalno in maksimalno
vrednostjo pretoka pa je manjše.
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Slika 4.11: Primerjava celotnih volumskih pretokov pri različnem številu batov nb:
(a) črpalka z 11 bati. (b) črpalka s 5 bati.
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Nato pa se osredotočimo še na primerjavo poteka volumskega pretoka v primeru raz-
ličnih kotov nagiba plošče δ pri istem številu batov nb. Zaradi spremembe kota δ se
najprej spremeni potek volumskega pretoka enega bata, kar je prikazano na sliki 4.12.
S povečanjem kota δ se namreč poveča tudi hod bata, kar se v nadaljevanju odrazi
v povečanju volumskega pretoka črpalke, skladno s sliko 4.12. Povečanje volumskega
pretoka enega bata pri istem kotu δ se v nadaljevanju odrazi tudi v povečanju celo-
tnega volumskega pretoka črpalke, skladno s sliko 4.10. Na sliki 4.13 sta prikazana
celotna volumska pretoka na primeru dveh črpalk z enakim številom batov nb = 11 in
različnim kotom nagiba plošče. Iz grafov na sliki 4.13 lahko razberemo, da je celoten
volumski pretok črpalke v primeru večjega kota δ večji, skladno s sliko 4.10. Razlika
med minimalno in maksimalno vrednostjo pretoka pa je večja.
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Slika 4.12: Primerjava volumskih pretokov pri različnih vrednostih kota δ:
(a) črpalka s kotom δ = 35◦. (b) črpalka s kotom δ = 45◦.
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Slika 4.13: Primerjava celotnih volumskih pretokov pri različnih vrednostih kota δ:
(a) črpalka s kotom δ = 35◦. (b) črpalka s kotom δ = 45◦.
30
Rezultati in diskusija
Vrednosti iztisnin črpalke
Vrednosti iztisnin črpalk za posamezen predstavljen primer na slikah 4.11 - 4.13 iz-
računamo po enačbi (2.47) in predstavimo v tabeli 4.1. Pri tem za izračun pretoka
črpalke upoštevamo še frekvenco elektromotorja fem, podano v obliki števila vrtljajev
na minuto n.
Preglednica 4.1: Izračunane vrednosti pretokov in iztisnin črpalk.
Vrednosti pretokov in iztisnin črpalke
Črpalka
Kot nagiba
plošče δ
Število
batov nb
Iztisnina
črpalke Ic, skup
Pretok
črpalke V̇p, skup
1 35◦ 11 0.043 L/obr 62.018 L/min
2 35◦ 5 0.019 L/obr 28.190 L/min
3 45◦ 11 0.053 L/obr 76.525 L/min
Iz vrednosti v tabeli 4.1 je razvidno, kako spreminjanje kota δ in števila batov nb vpliva
na spreminjanje pretoka in iztisnine črpalke V̇p, skup in Ic, skup. Pri večjem številu batov
in/ali večjem kotu nagiba plošče se poveča iztisnina črpalke, z njo pa tudi pretok. Iz re-
zultatov je razvidno, da lahko črpalkami z vgrajenim batnim mehanizmom razmeroma
enostavno spreminjamo pretok in iztisnino.
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5 Zaključki
1. Preučili smo delovanje aksialne batne črpalke.
2. Analitično smo popisali kinematiko delov črpalke.
3. Analitično smo popisali trajektorijo kontakta in drsne hitrosti.
4. Obravnavali smo časovno odvisnost obremenitev pri obratovanju.
5. Pokazali smo uporabo Hertzove teorije v kontaktu.
6. Pokazali smo vpliv števila batov in kota nagiba plošče na volumski pretok in
iztisnino črpalke.
7. Ugotovili smo, da povečanje števila batov in/ali kota nagiba plošče poveča vo-
lumski pretok in iztisnino črpalke.
V zaključni nalogi smo obravnavali delovanje aksialne batne črpalke in izpeljali enačbe
za popis gibanja sestavnih delov črpalke ter jih povezali s frekvenco elektromotorja.
Sile, ki se pojavijo med obratovanjem, smo z uporabo Hertzove teorije povezali še z
obremenitvami v kontaktu. Prav tako smo analitično popisali časovno odvisen potek
pretoka črpalke in pokazali prednosti uporabe črpalk z vgrajenim batnim mehanizmom.
S popisom lokacije kontakta in pripadajočih obremenitev pa smo pridobili osnovne
podatke, potrebne pri izbiri materiala in predpisu morebitnih dodatnih obdelav za
izdelavo črpalke.
Predlogi za nadaljnje delo
V nadaljevanju bi bilo smiselno podrobneje obravnavati obrabo v kontaktu in analizirati
življenjsko dobo izdelka. Prav tako bi bilo pri preračunih smotrno obravnavati še
hidrodinamični tlak na tlačnem vodu in njegove vplive na obremenitve. Izračune za
obravnavo obremenitev in kontakta pa bi bilo zanimivo izvesti tudi na sesalni strani
in jih združiti z obremenitvami na tlačni strani. S tem bi popisali celotno kinematiko
in obremenitve med obratovanjem, to pa bi lahko nadgradili še z dinamično analizo,
pri kateri bi upoštevali tudi vpliv sil na obratovanje črpalke. Ob zaključku dela se je
izkazalo, da bi bilo vse izpeljave možno izvesti tudi nekoliko enostavneje. Posledično
bi bilo smiselno delo nadgraditi in med seboj primerjati vrednosti, ki jih dobimo po
eni in drugi izpeljavi.
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[4] P. D. M. Meier: ETH Zürich - Dimensioniren I. Dostopno na: https://doi.org/
10.3929/ethz-a-004631670, Ogled: 26. 9. 2019.
[5] D. I. F. Stegmann: Berechnen von Verschleißvorgängen
an Gleitlagern. Dostopno na: https://docplayer.org/
34322434-Berechnen-von-verschleissvorgaengen-an-gleitlagern.html,
Ogled: 26. 9. 2019.
33

